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In einer Abhandlung „üeber die Darstellung der Funktionen 
complexer Variablen, insbesondere der Integrale linearer Differential- 
gleichungen" (Borchardt's Journal, Bd. 75, pag. 177 ff.) hat Herr Fuchs 
gezeigt, dass für eine mehrdeutige Funktion f{z) einer complexen Va- 
riablen die i2?-Ebene stets in zwei Gebiete G^ und O^ zerlegt werden 
kann, in deren einem diese Funktion eindeutig und stetig, in deren 
anderem sie nur für den Punkt z = oo nicht eindeutig und stetig ist, 
und dass sich ferner für jedes dieser Gebiete Reihenentwicklungen für 
f{z) herstellen lassen, die überall innerhalb desselben gültig sind. 

Um diese Reihenentwicklungen herzuleiten, wird dort eine rationale 
Funktion z = F{w) aufgestellt, vermittelst deren sich das ganze Gebiet 
G2 der ;s?-Ebene in der t(;-Ebene eindeutig abbildet auf einem mit dem 
Radius 1 um den Punkt w = beschriebenen Kreise. 

Die Curve, welche das Gebiet G^ von dem Gebiete G^ trennt, 
welche also in der «{;-Ebene durch die Kreislinie abgebildet wird, unter- 
liegt in ihrem Verlaufe den beiden Bedingungen, dass sie durch sämmt- 
liche im Endlichen liegenden singulären Punkte der Funktion f{d) gehen 
muss und sich selbst nirgends schneiden darf; dieselbe wird von Herrn 
Fuchs (1. c. pag. 194) der zu der Substitution z = i^(t(;)|pehörige Ab- 
sonderungsscbnitt genannt. 

Wenn die Funktion f{z) im Endlichen nur zwei singulare Punkte 
besitzt, so kann man die Substitution ;s;=i^(t<7) so bestimmen (1. c. pag. 197), 
dass die gerade Doppellinie, welche diese beiden Punkte verbindet, den 
Absonderungsschnitt bildet, und erhält somit als Abbildung der ganzen, 
nur durch diese Doppellinie begrenzten unendlichen ;8?-Ebene den mit 
dem Radius 1 um den Punkt w = beschriebenen Kreis, den wir mit 
E bezeichnen wollen. Dem Punkte z == 00 entspricht bei dieser Ab- 
bildung der Punkt w = 0. 

Wenn man nun für die durch die Substitution z = F(w) aus f(z) 
entstehende Funktion 

f(F(w)) ^ f,{w) 

in der Umgebung von w = eine Darstellung geben kann, so ist diese 
überall innerhalb des Kreises E gültig, die hieraus sich ergebende Dar- 



Stellung von f{z) gilt somit für jeden Punkt z der nur von der Doppel- 
linie begrenzten ;8f-Ebene. 

Da der Punkt ^ = oo im Allgemeinen auch ein singulärer Punkt 
der Funktion f{z)j demnach auch der Punkt w = \m Allgemeinen ein 
singulärer Punkt von f^ (w) ist, so wird sich diese Funktion bei Umläufen 
um den Punkt w=^0 ändern. Legen wir aber von w = nach dem einen 
der beiden Punkte, welche in der w-^hene den siugulären Punkten von f(z) 
entsprechen, einen Querschnitt, so ist in der neu entstandenen Fläche, 
welche von dem Kreise JE und diesem Querschnitte begrenzt wird, die 
Funktion /i (w) überall eindeutig. Wenn wir also von dem einen der sin- 
gulären Punkte in der ;8:-Ebene einen Querschnitt bis ins Unendliche 
legen, so ist der Werth, den die Funktion f(z) im Punkte z^ erlangt, wenn 
die Variable sich auf einen beliebigen Weg, der nur weder die Doppel- 
linie noch den neuen Querschnitt schneiden darf, von Zq nach 0^ bewegt, 
direkt durch die oben erwähnte Darstellung von f^z) gegeben, wenn 
man nur den Werth von f(0) kennt, mit welchem diese Funktion im 
Punkte 0Q ausgegangen ist. 

In dieser Arbeit sollen für diejenigen Funktionen f(0)j welche durch 
gewisse homogene lineare Differentialgleichungen zweiter, resp. dritter 
Ordnung mit zwei singulären Punkten definirt sind, solche in der ganzen 
;2;-Ebene gültige Reihenentwicklungen aufgestellt und ausserdem die Con- 
stanten bestimmt werden, welche auftreten in denjenigen linearen homo- 
genen Funktionen der Glieder eines Fundamentalsystems der betrejBFenden 
Differentialgleichung, in welche f{2) übergeht, wenn die Doppelliuie 
oder den na,^ ;8f = 00 gezogenen Querschnitt überschreitet. 

Es soll im Folgenden die durch die Doppellinie und den von deren 
einem Endpunkte aus nach ^s; = 00 gelegten Querschnitt begrenzte 
0-EheJie kurz mit T' bezeichnet werden. 

§. 1. 

Die allgemeinste DiflFerentialgleichiing zweiter Ordnung mit zwei 
im Endlichen liegenden singulären Punkten, welche zur Classe der 
Gleichungen (12) Nr. 4 der Abhandlung des Herrn Fuchs in Borchardt's 
Journal, Bd. 66, pag. 121 ff. gehört, lautet: 

+ (ex' -\- fx + g) y = 0. 

Dieselbe lässt sich, wie bekannt, immer zurückführen auf die 
Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe: 
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Um die in der Einleitung bezeichnete Untersuchung für diese 
Differentialgleichung durchzuführen, ist es zweckmässig, dieselbe zu- 
nächst durch die Substitution 

so zu transformiren, dass z = -{- 1 und ;8f = ■— 1 die beiden im End- 
lichen liegenden singulären Punkte derselben werden; sie lautet dann: 

Durch die Substitution 

wird die von dem Punkte z = — 1 bis ;8? = + 1 und zurück laufende 
gerade Doppellinie der ;8i- Ebene in der «i;-Ebene durch die um den 
Punkt w = mit dem Kadius 1 beschriebene Kreislinie abgebildet, 
(vgl. die Abhandlung des Herrn Fuchs in Borchardt's Journal, Bd. 75, 
pag. 194), und es sind, wie sich direkt aus der citirten Abhandlung er- 
giebt, die durch die Doppellinie begrenzte ;Sf-Ebene und das Innere des 
obigen Kreises eindeutige Abbildungen von einander. Den Punkten 
-f- 1 und — 1 der ;g?-Ebene entsprechen die Punkte + 1 ^^^ — 1 ^^^ 
w?-Ebene. 

Die DiflFerentialgleichung, deren unabhängige Variable w ist, lautet: 

«'* («'' - 1) ää + {(1 + « + /5) «'' + 2 (1 + a + ^ - 2y) m;^ 

es sind folglich 

die Wurzeln der zu dem Punkte w = gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichung. 
Setzt man 

y =s w^v, 

so erhält man für v die DiflFerentialgleichung 
•• (""* - •) lä +, |(1 + 5« + « «^ + 2 (' + « + ^ - 2)-) » 



+ (2a (a + /3) w + 2a (1 + a + /3 - 2y)]v = 0. 
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Dieselbe muss ein in der Umgebung von w = eindeutiges und 
stetiges Integral besitzen^ das für w = weder verschwindet, noch un- 1 

endlich wird (vgl. Nr. 5 der Abhandlung des Herrn Fuchs in Borchardt's 'i 

Journal; Bd. 66, pag. 148 S.) Es sei dieses Integral i 

v = do + d^w + 8^w^ H , 

dann ergiebt sich zur Bestimmung der Coefficienten 8 dieser Reihe die 

DiflFerenzengleichung: 

-(x+l)(x+l-|-«-^)d«+i + 2(x+a)(l + a + ^-2y)d, 

+ (x - 1 + 2 a) (x - 1 + a + /S) <J,_i = 0. * ^^^ 

Sind diese Coefficienten hieraus berechnet, so besitzen wir in 

y^ = vf (do + «iW + däW* -\ ) (2) , 

ein innerhalb des Einheitskreises E gültiges Integral der Differential- 
gleichung (C) und demnach, da für 

w =^ — y^ — 1 

mod w <il ist, in 

y,={g-V~^'-iT[So + s,{z -y?~-i)-^8,{e-yj^* +...) (3) 

ein Integral der ursprünglichen Differentialgleichung (B). Die nach 

Potenzen von z — ]/^^ — 1 fortschreitende Reihe ist convergent für 
jeden Werth von z, der nicht auf der von z =^ — 1 nach ;8? = + 1 ge- 
zogenen Doppellinie liegt, d. h. diese Darstellung von y^ ist gültig in 
der ganzen von der Doppellinie begrenzten ;2f-Ebene. 

Ein zweites Integral der Differentialgleichung (B), das mit y^ ein 
Fundamentalsystem bildet und dessen Darstellung ebenfalls in der 
ganzen ;?-Ebene gültig ist, findet man als 

y, = {z -Yz'- 1)" { «0 + f 1 (^ - V^^^) + «2 (« - V^^^f +•••);. (4) 

die Coefficienten a sind bestimmt durch die Differenzengleichung 

-(x+l)(x+l + ^-«)^x+i + 2(x + ^)(l + « + ^-2y)ex,.. 
+ (x— 1 + 2i3)(x - 1 + « + ^)^x~i = 0. ^^^ 

Es ist mir nicht gelungen, die Differenzengleichungen (1) und (5) 
direkt aufzulösen; man kann aber die Werthe von 8x tind Bx leicht 
finden, indem man die in der Umgebung des Punktes ä; = oo gültigen, 
durch hjpergeometrische Reihen dargestellten Integrale der Differential- 
gleichung (A) 

welche ein Fundamentalsystem bilden, benützt. 
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Setzt man in diesen beiden Ausdrücken 



so convergiren dieselben, so lange mod —^ — > 1 ; d. h. so lange 
mod to <il ist. Ist aber diese Bedingung für mod w erfüllt, so kann 
man nach positiven ganzen Potenzen von w entwickeln und 

erhält somit für die Differentialgleichung (C) ein in der Umgebung von 
w ==^ gültiges Fundamentalsjstem, gebildet aus den Integralen 

wenn ^i(w) und 02{w) nach positiven ganzen Potenzen von w fort- 
schreitende Reihen bedeuten, die für ^(; = nicht verschwinden. 

Durch diese beiden Integrale müssen sich auch die oben gefundenen 
y^ und {^2 ausdrücken lassen, und zwar sieht man direkt, dass 

y, = C, (4.wy 0,{w) 

y^ = ^2 {4:wy %{w) 

sein muss, so lange a — ß keine ganze Zahl ist, d. h. so lange über- 
haupt diese beiden Integrale ein Fundamentalsystem bilden. [Der spe- 
zielle Fall, in welchem a — ß eine ganze Zahl ist, lässt sich nach den 
Prinzipien, die Herr Fuchs in seinen Abhandlungen (Borchardt's Jour- 
nal, Bd. 66, pag. 155 ff. und Bd. 68, pag. 361 ff.) aufgestellt hat, weiter 
behandeln, worauf wir jedoch hier nicht eingehen.] 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 



setzen wir also 



so wird 



#0 = 4«, «0 = 4/», 



(6) 



Ci = 1, C^2 = 1? 
mithin 

Führt man in der ersten dieser Gleichungen die Entwicklung nach 
Potenzen von w aus, so ergiebt sich 
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wenn zur Abkürzung 

A^ = 4"«, + 4-1 [- 2 (x - 1)]^ a,_, + 4""^ [- 2 (x - 2)]^ a,_, 
+ • • • + 4* (- 4),_,a, + 4 (- 2X_^a, 

gesetzt wird und in diesem Ausdrucke [ — p]r den rten Binomialcoeffi- 
cienten von — p bedeutet, sowie ay, den folgenden Werth hat: 

a (cc -\- 1) • ' (^a -\- H — 1) (a — y + 1) C'' ~ 7 + 2) • • (« — y + x) 



«x = 



X ! (a — j3 + 1) (a — ß + 2) • . (a — ß + x) 

Multiplicirt man die Gleichung (7) mit 

(^)'" = 1 ^ (- 2 «X m; + (- 2 «), «;« + . . . , 
SO folgt aus der ersten der Gleichungen (6) 

d, = [a, + A^_^ (- 2«)i + A^_, (- 2«), + . . . 

.•. + ^i(-2«),_, + (-2«)J(Jo; 

durch diese Gleichung ist also der Werth von dx als Funktion von k 
explicite gegeben. 

Genau auf demselben Wege findet man als Integral der DiflFe- 
renzengleichung (5) 

f, = [b^ + B,_, (- 2ß\ + B^_, (-2ß\ + ... 

(9) 

... + B,i-2ßl_^ + (-2ßX]e,, '. 

in welcher Formel 

^x = 4" 6, + 4"-^ [- 2 (x - 1)]^ 6^_, + 4"-^ [- 2 (X - 2)]^ 6,_, 

+ • • • + 4 (- 2),_, 6, 
und 

, ^ p (p + 1) . . (p + H -^ 1) (P - y + 1) (p >- y + 2) . . (P - >y + X) 
'^ X ! (P — a + 1) (P — a + 2) . . (P — a + x) 

ZU setzen ist. 

Es sind jetzt die analytischen Ausdrücke für unser Fundamental- 
system j/i, 3/2? ^^® ^^ ^®^ ganzen, nur von der von — 1 bis + 1 gehenden 
Doppellinie begrenzten jsr-Ebene gültig sind, vollständig aufgestellt, es 
bleibt also nur noch zu untersuchen, wie sich diese Funktionen ändern, 
wenn die Variable jene Linie oder den von ihrem einen Endpunkte 
nach ;^ = 00 gelegten Querschnitt überschreitet. 



■^ 
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§. 2. 

Betrachten wir zunächst den von + 1 aus ins Unendliche gelegten 
Querschnitt, welchen wir uns längs der reellen Achse gelegt denken 
wollen, so folgt daraus, dass einem positiven Umlaufe um den Punkt 
j2I = oo ein positiver Umlauf um den Punkt w = entspricht, dass die 
Werthe von j/^ und j/g? ^i® ^^.n auf einem Wege erhält, welcher den 
obigen Querschnitt in der Richtung von oben nach unten überschreitet, 
ß2rtia,^ resp. 6^'*'/*-mal so gross sind als diejenigen, welche auf einem 
dieselben Punkte verbindenden, aber ganz in der Fläche T' verlaufenden 
Wege die Funktionen y^ und 2/2 erlangen. 

Ueber schreitet also diesen Querschnitt in der Richtung von oben 
nach unten, so multipliciren sich die Integrale y^, 1/2 ^^^^ ^^^ Faktoren 

überschreitet denselben in umgekehrter Richtung, so multipliciren 
sich yi, 2/2 mit 

e-^^icc^ resp. e-*'''/*. 

Wenn die Variable über die von — 1 nach + 1 gezogene Doppel- 
linie hinweggeht, so gehen y^ und j/g jedenfalls über in 

(j/l) = Al^l + -^122/2 QQN 

(j/2) = ^21^1 + ^222/2 ^ ^ 

Um die Constanten Ä zu bestimmen, benützen wir die zwei in 
der Umgebung der Punkte x = und x = 00 durch Reihen darstell- 
baren Fundamentalsysteme von Integralen der Differentialgleichung (A): 

yoi=^F{a,ß,y,x) 

2/02 =.^'-^ F(a^y+1, ß^y + l, 2-y, x) 
und 

y«, = Q" J^ (/3, /J - y + 1, ^ - « + 1,^) , 

wir wollen aber unter y^^, y^^ und y^j, y^2 nicht nur diese Reihen 
selbst, sondern auch ihre stetigen Fortsetzungen verstehen. 

So lange mod a; > 1, d. h. mod (;2? + 1) > 2 ist, stimmen, wie wir 

pag. 9 sahen, die Reihen y«>n y<x>2) wenn man in ihnen x == — ~— 

setzt, mit den von uns aufgestellten Reihen y^, y^ überein. 

Fassen wir nun zwei Wege zwischen den Punkten z^ und z ins 
Auge, von denen der eine ganz in der Umgebung des Punktes z = 00 
verläuft, der andere aber den von — 1 nach + 1 gezogenen Querschnitt 
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in der Richtung von oben nach unten überschreitet, so lässt sich der 
erstere ohne Weiteres so umformen, dass er mit dem zweiten über- 
einstimmt, wenn man diesem einen Umlauf, der innerhalb des mit 
dem Radius 2 um den Punkt ~ 1 beschriebenen Kreises K in posi- 
tiver Richtung um diesen Punkt herum stattfindet, noch hinzufügt. 

Beim Eintritt der Variablen in den Kreis K sind y«>i und y^ 
durch t/oi und y^^ auszudrücken, und zwar ist 

y«>2 ^^ '^^iVqI I ''^22^027 

wo die Constanten r nach den Gauss'schen Bestimmungen folgende 
Werthe haben: 

^11— n(c.-y)JT(-p) 

^i2 — Ji(a — 1) 77(y - p — 1) ^ 
^ _ nCP - g) / r (- y) ^.-^ 
^21 - 7T(ß - y) 7T(- «) 

_ JT(P ~ «) n(y - 2) ;rt(/j-y + i) 
^22 — n(ß _ 1) JT(y - a _ 1) ^ • ^ 

Für t/Qi und y^ gelten innerhalb K die Ausdrücke 

yo. = f4^r''^(« - y + 1, ^ - y + 1, 2 ^ y, qii), 

es ändert sich also bei einem Umlaufe um den J'unkt & = — 1 , wenn 
derselbe in positiver Richtung geschieht, y^^ nicht, y^^ dagegen geht 
über in Xy^^, wenn wir zur Abkürzung 

g27r.(l-y) ^^ g-2Ä.y ,^ l 

setzen. Ist demnach y^g ^®^ Werth des Integrals in einem Punkte z^ 
auf der oberen' Seite des Querschnittes, so ist der Werth, den y^ in 
dem z^ unendlich benachbarten Punkte z^ nach Ueberschreitung des- 
• selben besitzt, das A""^-fache desjenigen, den y^^ in z^ erlangt, wenn 
der Querschnitt nicht überschritten wird; wenn also y^^ der in einem 
beliebigen Punkte auf einem den Querschnitt nicht überschreitenden 
Weg erlangte Werth dieses Integrals ist, so ist A"~^yo2 ^^^ Werth des- 
selben im nämlichen Punkte, wenn man zu diesem durch einmalige 
Ueberschreitung des Querschnittes von oben nach unten gelangt ist. 
Während also vor dieser Ueberschreitung 

war, so ist nach derselben 

(y«>l)=i^ll2/01+^12^'*"^J/02 (11) 
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Hierin sind nur wieder y^i, y^^ durch y«)i; 2/002 auszudrücken, wenn 
man den Werth von y^^ nach Ueberschreitung des Querschnittes, dar- 
gestellt durch die beiden für y^^ und y^ gültigen Reihen, kennen will. 

Es ist 

Voi = <^ii2/«i + ^12 y («2 

^02 ""^ ^2l2/oci + <^22 2/«2> 

WO die Constanten (> folgende Werthe haben: 

_ n(y - 1) ir(P - g -^ 1) -;ria 
®ii JT(P — 1) n(y - a — 1) 



n(y - 1) JT (« - p - 1) ^^,7? 
n(a _ 1) n(y - p - 1) "^ 

n(l — y) n(P — g - 1) rti(y-a-l) 
_ n(l - y) JT((. - P - 1) nüy-ß^l) 



^22— n(- ß) ij(c. - y) ^ 

Setzt man die obigen Werthe von y^^ und y^^, in Gleichung (11) 
ein, so erhält man die Gleichung 

(2/001) = (Tn^^ll + %<y21^""^) 2/001 + (^ll<yi2 + ^12<^22^"0J/oc«; 

in derselben bedeutet («/«oi) den Werth, in welchen y^^ übergeht, 
wenn der Querschnitt überschritten wird, während y^^ und y^ die 
in der Umgebung des Punktes js? = 00 durch die bekannten Reihen 
dargestellten Integrale sind. 

Genau auf dieselbe Weise findet man 

(j/ot.2) == (^2i<^ii + ^22 ^21'^"^) 2/001 + (^21^12 + '«^22 <^22'l'~ 02/002- 
Ausserhalb des Kreises K stimmen aber j/ooi ; y «>2 mit y^ , y^ überein, 
es sind somit die gesuchten Constanten der Gleichungen (10) 





-^12 ^11^12 + ^12^22^ 




-^21 ■■■ '''21^11 1 ^^22 ^21^ 




-0-22 ''^21^12 + ''^22^22^ ; 


oder, 


wenn man dieselben durch 77-Punktionen ausdrückt: 


At- 


1 o^i ri(a ß) n(ß a 1) nir 


-^' n(- «) n{a - 1) n{ß _ y) /7(y _ p _ i) ^ y 


^12 = 


-^' /!(- P) /7(a - 1) /I(« - y) n(y - p - 1) ^ . 
-^^ n(- «) n(P - 1) i2(p ~ y) /7(y - « - 1) ^ 


■^21 = 


A^a = 


- 1 o^,' ^(P - «) JT(a - ß - 1) ^.y 

■*■ *^ '*' *' TT / /\\. t r . r% J\ TT y \ TT / ^ V ^ • 



n(— ß) ii(ß - 1) n(a _ y) n(y - « - i) 
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A^i und A22 lassen sich einfacher durch trigonometrische Funk- 
tionen ausdrücken y es ist nämlich 

A = 1 — 2i ?l?_?^^J^5iyjiL?l^ ß^»> 

^^ sin ((3, — a)w 

4 1 ' o^ sin ßn ain(y — a )n njy 

'^'^ sm (a — ß)n ' 

der Symmetrie wegen haben wir aber oben die Darstellung dieser 
Grössen durch 77- Funktionen beibehalten. . 

Es ergiebt sich leicht, dass die Integrale y^, y^, wenn die Vari- 
able den von — 1 nach -f- 1 gezogenen Querschnitt in der Richtung 
von unten nach oben überschreitet, übergehen in 

(2/1)'= ^'112/1 + ^'12^2 /JgX 

(2/2)' = ^'21 2/1 + -^'22^ 2? 

WO die Constanten A' folgende Werthe haben: 

^n — ^T^^'^ I2l^ ^) n(a -1) n(ß -^ y) il(y - (5 - 1) ^ 

r _ 9-rV JI(g — ß) n{a — ß — 1) ^^,-(y_a_j-^) 

^ 12 ^^^ jj(_ p) n(a - 1) n(a - y) JI(y _ p - l) ^ 

(14) 

j' _ 9-rV J7 (P — g) JI(P - a — 1) ^- ^»(r -/* + «) 

Jetzt, nachdem diese Gonstanten bestimmt sind, ist das Verhalten 
von y^ und t/g, wenn ^ in irgend einem Punkte die Begrenzung der 
Fläche T überschreitet, vollständig bekannt, wir besitzen also in y^, 
3/2 ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (ß), 
dessen analytische Darstellung durch die Reihen (3) und (4) in der ganzen 
i2?-Ebene gültig ist, und dessen Aenderungen, wenn die Variable z die 
Begrenzung von jT' in beliebiger Richtung und beliebig oft über- 
schreitet, durcli die Bemerkung auf pag. 1 1 und durch die Gleichungen 
(10) und (13) direkt gegeben sind. 

§. 3. 
Es soll in diesem Paragraphen die Diflferenzengleichung (1) 

{^c^ + (« — ^ + 2) X + « - /3 -f 1 }d. + i' 

+ {2(2y — a — ß- 1) x + 2a (2y — a — ß - l))öy 

-f {-x«+(2^3«~^)x + (l — 2a)(« + ^- l)}(J._i=0, 

von welcher wir auf indirektem Wege ein particuläres Integral ge- 
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funden haben, noch näher untersucht werden. Dieselbe ist ein spe- 
zieller Fall der Diflferenzengleichung zweiter Ordnung: 

+ {A,x^ + B,x + C,)d,^, =0, (15) 

in welcher die unabhängige Variable im zweiten Grade in jedem Gliede 
vorkommen kann, und sie entsteht aus dieser, wenn man setzt: 

Ä, = 0, B, = 2(2y — a — ß- 1), C, = 2« (2y - a — /3 - 1), 
^2 = — 1, JBg = 2 — 3« -- ^, a, = {a + ß—1) (1 — 2a). 

Wenn also zwischen den Coefficienten A, B, C der Dififerenzen- 
gleichung (15) die Relationen 

^, = 0, A, = -l, 
C=B-\, Ci = ^-^-Bi, C^ = ^l^^'^'^---^±- (16) 

bestehen, so können wir ein particuläres Integral derselben immer 
angeben. Es lässt sich dann aber nach bekannter Methode stets ein 
zweites Integral finden, welches mit dem ersten ein Pundamentalsystem 
bildet, so dass also die Dififerenzengleichung (15), falls zwischen ihren 
Coefficiönten die Relationen (16) bestehen, allgemein integrirt ist. 

Wenn man das früher gefundene Integral (8) mit 8y! bezeichnet, 
durch das Zeichen 2 die endliche Integration andeutet und 

Syc = 8x E^X 

in die Diflferenzengleichung substituirt, so erhält man für %x eine 
Diflferenzengleichung erster Ordnung, aus welcher sich ergiebt: 

t =(— IV ^(^'^ + ^M2« -M- 1) (« - ?_) («_-:il+i)_..(a-i3+'*-i) ^^/ 

man erhält folglich 

A _Ä'>Y IV 2a(2a + 1) . . . (2a + h - 1) 



(x + 1) ! (a - (3 + x) (« - |3 + X + \)ö;8\^^ > 

da der constante Faktor *o'di'(« ~ ^) (« — /^ + 1) in diesem Integral 
weggelassen werden kann. 

Dass eine Relation von der Form 

nicht bestehen kann, dies wird genau wie bei dem entsprechenden 
Satze für Diflferentialgleichungen bewiesen. 

Dividirt man nämlich diese Gleichung durch d^ , so muss auch 
nach der Division die Diflfereuz derselben verschwinden, d. h. 
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sein. Hieraus würde aber folgen 

C4./-(x) = 0, 
es müsste also 0^ = und folglich auch 0^ = sein, eine solche 
Relation kann mithin überhaupt nicht existiren, die Integrale S^ und 
dx bilden somit ein Fundamentalsystem von Integralen unserer Diffe- 
renzengleichung. 

§. 4. • 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung derjenigen Diflferential- 
gleichung dritter Ordnung mit zwei singulären Punkten, welche Herr 
Thomae im zweiten Bande der „Mathematischen Annalen^', pag. 427 ff. 
in der Form 

(1 ~ ^) diSiw " (^^ + ^'"^^ -düw + ^^' " ^^^^ -ät^ 

-{A, + B,x)y==^0 (D) 

behandelt hat*). 

Bezeichnet man mit a, a, a" die Wurzeln der Gleichung 

r^ — A^r^ + A^r — ^3 = 0, 

mit — /3, — /3', — /3" diejenigen der Gleichung * 

^3 + JB^^2 ^ 5^^ + ^3 = 

und führt ferner die Bezeichnung 






n=soo 



^r7 (-ira?"n(£-cy)Ji(f-On(£-On(-£-p)n(-g~p^)j7(-f-n 



n =0 



*) Es ist dies nicht die allgemeinste Differentialgleichung dritter Ordnung mit 
zwei singulären Punkten, welche zur Classe der Gleichungen (12) Nr. 4 der oben 
citirten Abhandlung des Herrn Fuchs gehört; denn diese allgemeinste Differential- 
gleichung 

{X - aY {X - W g +^{x - ay {X - hy {ex + ^) 

+ {x^a)(x- h) {ex^ + fx + 9)^+ (^^^ + Ä:a:« + Z^ + m) 2/ = 
lägst sich zwar immer auf die Form 

+ (^ - C,a; + B,x^ ^^ - (A - C,x - B,x^y = 

bringen, auf die Form (D) aber nur, wenn 

C, = A + ^2, C. = ^3 -£, 
ist, d. b. wenn von den acht Constanten Ä, B, C nur secbs willkürlich bleiben. 



; 
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ein*), so bilden (vgl. die oben citirte Abhandlung) 

ßWy.v 

y„ - :r' ■ F, (;'y°^.y) (17) 

das in der Umgebung des Punktes x = durch Beihen darstellbare, 

-= (D^' -Kf ;!''/;; ^) (-) 

das in der Umgebung von x = <x> durch Reihen darstellbare Funda- 
mentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (D). 

Um unsere früher gebrauchte Äbbildungsfunktion z = auch 

hier anwenden zu können, transformiren wir die Differentialgleichung 
(D) zunächst durch die Substitution: 

_ £_+_!. 
dieselbe lautet dann: 

(^+1)^(^-1)3+ {(Bx + 3)^ + (3B, + 2^, + 3)^+ . 
+ (3:B, + 4^, -3) ;. + :&,+ 2^,-3} g+ {(£, + £,+ 1)^« 

+ 2{B, + B, + A,^A,)z + B, + B, + 2A,-2A^-l\^^ 

+ (B,z + B^ + 2A,)y = (E) 

Führt man nun die neue Variable w durch die Gleichung 

ein, so geht die Differentialgleichung über in die folgende: 



*) Herr Thomae bezeichnet nicht die obige Reihe, sondern erst deren Produkt 
R ff^ f^'^ ^)' ^ unsere Untersnchnng ist aber die oben angegebene 
Bezeichnung zweckmässiger. 

Koehler, Integrale etc. S 
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d'>y 



(m, + 1)3 (^ _ Ifw'^, + {{B, + 3)«^ + (3^1 + 4.Ä, - 3) 



vf 



+ (2Bi + 4^1 — 12) w' — (2^1 + 4^J «;« - (35, + 4^, - 9) «; 
-B, + Z-\u^^, + [(B, + B, + l)vfi + iB, + B,+ 

+ 4Ai — 4^2 — 3) ««* — (4^1 — 4^ + 4^1 + 2 JB^ — 2) «;» 

— (12^1 - 4^ + 8^1 + 25, — 14) w^ - (4^1 + 4Ä^ + 55, 

- 5,- 9) «; + 5,- 5, + 1] m;|| + [53«;« + (253+ 4^,)«; 

. +B,](w-iyy = . . . .' . . . (P) 

Die zu dieser Differentialgleichung gehörige determinirende Funda- 
mentalgleichung für w = hat die Wurzeln /S, /J', /3".*) 

*) Dass zu dem Punkte w = die Grössen ß, ß', ß" als Wurzeln der determinirenden 
Fundamentalgleichung gehören, dies kann man schon aus der Differentialgleichung 
für y als Funktion von z direkt erkennen; denn es gilt folgender allgemeine Satz: 

Macht man in einer Differentialgleichung, welche zur Glasse der Gleichungen 
(12) Nr. 4 (vgl. pag. 6) gehört, die Substitution 



Z = 



w^ 



für die unabhängige Variable, worin f{w) eine ganze rationale, für t(7 = nicht 
verschwindende Funktion von w bedeutet, und ist einer der dem singulären Punkte 
z =^ a m der «?-Ebene entsprechenden Punkte «? = w^, so sind die Wurzeln der 

determinirenden Fundamentalgleichung für w=^w^ gleich den mit g multiplicirten 

Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung für = a, wenn der Faktor 

w — w^ in der ganzen rationalen Funktion /*(w) — aw^ qmsX enthalten ist. Es 

sind ferner die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung für w = 
, gleich den mit x multiplicirten Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung 
für ä; = 00. 
Beweis: Ist 

y = iß — affp{z) 
ein in der Umgebung des Punktes z = a gültiges Integral der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung, das mit {z — a)~"" multiplicirt für ;? = a weder Null noch un- 
endlich wird, so geht dasselbe durch die Substitution z = ^-^ über in 



w* 



Wenn nun dem Punkte z =^ a der Punkt w = w^ entspricht und 

/*(«?) -- aw* = (w — w^^ /i {w) 
ist, wo ^(tt?) für w=^w^ nicht verschwindet, so lässt sich sowohl (■^^l » wie 

auch tp r^-^ I in der Umgebung von w^ nach ganzen positiven Potenzen von w — w^ 
entwickeln, es wird also 
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Führt man jetzt in die Differentialgleichung (P) die neue ab- 
hängige Variable v durch die Gleichung 

y = lofli) 

ein und setzt in der entstehenden Differentialgleichung für v 

SO erhält man zur Bestimmung der Coefficienten d eine Differenzen- 
gleichung. Dieselbe ist von der fünften Ordnung und enthalt die unab- 
hängige Variable in jedem Gliede in der dritten Potenz, öie hat also 
eine sehr complicirte Form. Eö war mit nicht möglich, das allgemeine 
Integral derselben zu finden; dagegen kann man dasjenige particuläre 
Integral, welches wir für un&rere Entwicklung yon v nach Potenzen von 
w nöthig haben, mit Hülfe der Integrale (18) direct bestimmen. 
Setzt man nämlich in den Integralen y^^, y^j y^^ 

^^ {w + iy 

4«? ' 

so lassen sich dieselben in nach positiven ganzen Potenzen von w fort- 
schreitende mit (4«<;y, resp. (4w;y, {4:wY' multiplicirte Reihen ent- 
wickeln: 

wenn F{w) eine nach positiven ganzen Potenzen von w — w^ fortschreitende Reihe 

bedeutet, die für w =a w^ nicht verschwindejb; es entspricht somit der Wurzel a 

der determinirenden Fundamentalgleichung fär z ^^ a die Wurzel qu der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung für w => w^, 

Ist femer in der Umgebung von z s» oo 

ein Integral der gegebenen Differentialgleichung, so geht dasselbe durch die Sub- 
stitution z = -^^ über in 



w*' 



'-f'- {£)'"&■ 



die Funktion rpr und alle Potenzen derselben lasi^en sich , weil f(w) für w =» 

von Null verschieden ist, nach ganzen positiven Potenzen von w entwickeln, wir 
haben somit in 

ein in der Umgebung von t(7 «s gültiges Integral der transformirten Differential- 
gleichung. F(td) ist eine nach ganzen positiven Potenzen von to fortschreitende 
Beihe, die für to => nicht verschwindet^ es ist somit xa eine Wurzel der zu 
w =s gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung, wenn a eine Wurzel der 
zu z «= oo gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung ist. 

2* 
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Bezeichnen wir nun die aus der Differentialgleichung (P) direkt 
gefundenen, in der Umgebung von m; = durch Beihen darstellbaren 
Integrale mit y^y y^, y^y so haben diese die Form: 

y^ SS w^ (ß^ •}- S^w + ^i"^ + • • 

^3 = y^\U + Siw^ + W H — ), 

und sie müssen sich jedenfalls linear und homogen durch y^^^ y^^ y^ 
ausdrücken lassen; hieraus folgt , dass 

sein muss, so lange ß — /S', /3 — j3", /J'-^jS" keine ganzen Zahlen sind, 
d. h. so lange die drei Integrale ein Fundamentalsystem bilden. Auf 
den speciellen Fall, in welchem die Differenzen ß — /S', /3 — /3", /S' — /3" 
ganze Zahlen sind, gehen wir hier nicht näher ein. 
Aus den letzten Gleichungen folgt 

Damit 

Gl = 1, Cg = 1, Cg = 1 

wird, geben wir den willkürlichen Grössen 8^, Sq, ^ die Werthe 
und erhalten dann für j^^, y^, y^ folgende Aasdrücke: 



} 



y^ = ^4wy '-^ F^ (ß^ ^/ ^> r-^^ , 

^2 V ^ {w+lf^ '^ V«,« ,«., («' + 1)7' 

Wenn man in diesen Gleichungen die Entwicklung nach Potenzen 
von w ausführt, so erhält man als Coefficienten von to^ das gesuchte 
*x, resp. fx, Sx. 

Bezeichnen wir den Coejfficienten von l—J in der Entwicklung 
Fs l f „^ — I nach Potenzen von — mit «x, setzen also 

n _( \Y ^W^tf - P^)^tf - nm- ß - a)n(- p ~ g ) JJ(^ ß - Q 

__ tf+«)(P+« + l)-(P+« + ic-l)(p + a)--(P + «+H-~l)(P + «").>(<3 + «'^+x~-l) 



von 
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bezeichnen wir femer den Coefficienten von uf in der Entwicklung 

von Fß ( / f/ 7 — r^TNäi nacli Potenzen von w mit Ax^ so wird 
^ \a,a ,a , (w + 1)7 ' 

Ax = 4^ax +-4--' [- 2 (x - l)]iax-i + 4''-2 [- 2 (x ^ 2)]2ax-2 
1- 4(— 2)x-iai 

lind endlich 

dx={Ax + A-i(~ 2/3), + ^._2(- 2^)2 + . . . 
+ . . . + ^,(- 2/3),^i + (- 2/3).} (Jo. 
Genau auf dieselbe Weise findet man die Coefficienten der Ent- 
wicklungen von ^2 ^^d y^ iiach Potenzen von w, und zwar ergiebt sich 

f, = {B, + B,_i(- 2^)1 + • • • + -B,(- S/T).., + (- 2/3-),} fi„ 
in welcher Formel 

B, = 4''6x + 4''-'[- 2(x - l)]ii,-i + 4''-«[— 2(x — 2)]26x_2 

H h 4 (— 2)x^iii 

und 

;. _/ IV j7(o)n(p'-p)iT(y-r)iT(-r-«)n(-p'-«)iT(-p'-«") 

""""^ -^ n(K)rr(K+p'— p)7T()t+p'— nn(-«— ^-«)n(-''— P'— «')^(— " — ^ — «") 
__ (y+«)«»'+tt+i)-(P'+«+»-i)(^+«')---(P'+«'+«-t)(P'+0---(P'+«"+«-i) 

zu setzen ist. Endlich wird 

g, = {a + a-i(- 2/j"), + • • + c,(- 2^")x-i + (- 2r)x} So» 

worin 

a = 4''c« + 4«-i[- 2(jc - l)]ic«-, + 4''-«[- 2(x - 2)^,-^ 

-\ 1- 4(— 2)x_iCi 

und 

^ _ / t V n(o) n{f - p) JT(p" - (() m- r - g) n(- p" - « ) ji(- p" - «") 

'"' *- '■J n(x)7T(x + p" — P)n(it + p"— ^)n(-«-P"-a)7I(-H-p"-tt')JI(— x-p"-a") 

_ (r'+«)(r+«+i)-(r'+«+«-i)(r+«)-(^'+«'+«-i)(r+«")-(r+«"+'«-i) 
»!(r-iä+i)(r-c+2)---(r'-?+«)(r-(j'+i)---«5"-p'+») 

zu setzen ist. 

Nachdem auf diese Weise Sx, Bx, ?x bestimmt sind, besitzen wir in 

drei Integrale der Diflferen^lgleichung (E), welche ein Fundamental- 
system bilden und deren Entwicklungen überall in der nur von der 
von — 1 nach + 1 gehenden geraden Doppellinie begrenzten ;8?-Ebene 
gültig sind. 
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Es bleibt jetzt nur noch zu untersuchen^ wie sich diese Integrale 
ändern, wenn die Variable ^ jene Doppellinie oder den von einem 
ihrer Endpunkte ins Unendliche gelegten Querschnitt überschreitet. 

§. 5. 

Wir legen den nach js? = oo zu ziehenden Querschnitt wieder, wi* 
früher, von dem Punkte ^ = + 1 aus längs der positiven reellen Achse 
und bezeichnen die durch die Linie — 1 • • • + 1 • • • cx) begrenzte jsr-Ebene 

mit r. 

üeberschreitet nun ^ den von + 1 nach cx> gezogenen Querschnitt 
in der Richtung von oben nach unten, so multipliciren sich die Inte- 
grale j/i, 2/2 > J/3 '^it 

. 62^./^, resp.^ c«^*/*', e^^'T; 

überschreitet z diesen Querschnitt in entgegengesetzter Richtung, so 
multipliciren sich dieselben mit 

^—27(iß^ ' resp. e~2Ä»/s'^ ^r-^mß"^ 

Wenn die Variable z über den von — 1 nach + 1 gelegten Quer- 
schnitt hinweggeht, so müssen sich die Werthe, welche die Integrale 
Vij 3/2 > J/s ^^^^ ^^^ üeberschreitung erhalten, jedenfalls homogen und 
linear durch die in den Gleichungen (19) gegebenen Entwicklungen 
darstellen lassen, d. h. es muss sein: 

{yd = AlVl + ^22/2 + ^132/3 

(2/2) = ^212/1 + ^22^2 + ^232/3 (20) 

(2/3) = ^3iJ/i + ^322/2 + ^33!/3- 

Um die Constanten A^^^ Ä^^ • • • zu bestimmen, schlagen wir den- 
selben Weg, der in §. 2 eingeschlagen wurde, auch hier ein. . 

Wie wir wissen, stimmen ausserhalb des um den Punkt =^ — 1 
mit dem Radius 2 beschriebenen Kreises K die Integrale y^y^, y^ mit 

den Integralen (18), wenn man in diesen x = "r setzt, überein. 

Wenn die Variable ^ in den Kreis K eintritt, so drücken sich 
y«i> 2/«2? 2/003 dtirch 2/01; 2/02 > ^03 ^^^ folgende Weise aus: 

2/001 = ßayoi + /3a'2/02 + /*«"2/o3; 

2/002 = ßayoi + ßa'yo2 + /^«"yos? 

2/008 = ßayox + ßa'yo2 "f /^a"2/o3; 

WO die Constanten ßa, j8«' • • • folgende, von Herrn Thomae in der oben 
citirten Abhandlung bestimmte Werthe haben: 
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_ n{ß-pf)n{ß--nn(a-a-i)n(a'-^a-i) ^_^,(«+.) 
_ n(ß - PO 7i(p - p-Q n(a^ ^' - 1) n(<.- -> «- ^ i) ^^,(«" . .) 

P«' ~ n(-a"-|5')2T(~a"-(r')n(a + |3~l)JI(a' + p-l)^ 

^ „ U{ß'-ß)n{^^ß:')n{^^a^\)U{s^'~-a^\) ^^^a,^^, 

^« — JI (- «' -P) (JI (- «' - p") J7 (a + (3' - 1) JT(a"+|5' - 1) ^ '^'^^'' 

'^«' ~ n(— a'~(3)n(-a" — l3")n(a + (5'-l)JT(a'+p' — 1) ^ 

^, _• n(ßf'^ß)(n(ß^'-^ß')n(a-a-^l)n(a'--a-^l) ^^,,,^.^>, 
'^" ~ 7T(-a — (J)n(— a-p')iT(a' + p"-l)/T(a" + |3"-l)^ 

Wenn die Variable dagegen sich wieder aus dem Kreise K 
herausbewegt, so ist 

yoi = «/* y«i + «/*' y«« + «/*" y««, 
yo2 -= «^ y«! + «^ y«>2 + a^" y^s» 
s/os = «? yooi + 4'' y«« + «r y*3 

zu setzen, und die Constanten a^, «/:?',••• haben folgende Werthe: 



^t^ ~ n(-p" — a)n(— (3"-0 JfT((3+a-l)n((5' + a — 1) ^ 
"/* ~ n{-ß^a)n(-ß-ra')n{ß^+a^l)n(ß" + a—l)^ 

^ß n(-p-a)n(-(J— «') JT((3' + a'~l)n(|3" + a" — 1) ^ 

^^' ~ n(- jT -a) JT(- (3'— a)n(p + a"-l) 11(13" + «"-!) ^ 
^ ~" n(^p"-a)JI(~p"-a)n(j3+«" — l)n(|3'+a"--l) ^ 
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Betrachten wir nun zwei Wege der Variablen 0, von welchen der 
eine ganz in der* Fläche T' verläuft, der andere den von — 1 nach 
-f- 1 gezogenen Querschnitt in der Richtung von unten nach oben 
überschreitet, so lässt sich der erste auf den zweiten zurückführen, 
wen man diesem einen Umlauf um den Punkt = — 1, der in nega- 
tivem Sinne auszufuhren ist, hinzufügt. Es werden sich deshalb bei 
der üeberschreitung des Querschnittes 

yoi-[ 2 ) -^^ U^,r, ^ J' 

mit 

e^»«, resp. e^'", e**"" 

multipliciren, y^oi; y«2? y<^ werden also, wenn wir zur Abkürzung 

o "^— '»it *? — — '»2> ^^ *""" 3 • • • • v^*^/ 

setzen, übergehen in 

(j/ool) = /Sa^lJ/oi + ßcc'hy 02 + ßcc"^3y09 

(y^) = ß'a^iyoi + ß^a'hyo2 + ß^cc'hyo^ 

Drücken wir jetzt wieder ^oi; 2/o2; J/os ^^rch j/oei, y*2; y«Q nach den 
oben gegebenen Gleichungen aus, so *ergiebt sich: 

(j/«i) == («/* ßa^i + «^ /Sa'Ajj + aß ßa"K)y^ 
+ (ö^/*' ßah + «/?' ^«•'^2 + ^'ß' ßa"h)y^ 
+ {cCfi"ßa^i + CCß"ßa'k2 + f^}'ßa'^h)y^ 

+ («/?' ßa Ai + a^' iS^' Ag + a} ßa'^^y^^ 
+ (ccß" ßa Ai + a^' /3a' A2 + a^'" jS^" Aj) y^^ , 

+ (a^' ^a Ai + 4' /j;;- A2 + a} ß^a"h) y«>2 

+ {<^rß!ah + «r/*«' ^ + «r/*«" h) y^z • 

Ausserhalb des Kreises K stimmen aber die Integrale j/oou J/<»2> y«»3 
mit den Integralen y^, j/j, j/g überein, die neun in den obigen drei Glei- 
chungen vorkommenden Coefficienten von y„i, y^y y^^ sind also gerade 
die gesuchten Constanten A^y^^ A^^ • • • der Gleichungen (20). 



'»1 
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Berechnet man dieselben vermittelst der Gleichungen (21), (22) 
und (23), so findet man: 

A _ .,..}, -. =— ^ X 

^1 sin (a — a) « sin (a — a') n sm{a ' — o) « sin (§^ — ß)it sin (j3" — ß)n 

-f-sin(a — a)7t8in(a' '\- ß^)n:8m(a' •}- ß>')n: 8ia{a'{- ß)n: 8m(a -^ ß)7t*^ 

A ^^^ii^--ß) n(p-p-) n{ß-n Ji(P-<r--i) n{f^^-i) 

jL^^^ne nC-a-jT) JT(-a'— (5') JI(— a"-/J')^(a+?--l)^(«'+lS- l)^(a'+(3-"l) 

8in(a— a)«ßiii(a — a )»Bm((x — a)ic 

A _«««.r-/«) m-f ) m- ^) iT(P-p"-i) n(p'-r-i) ^ 

^is— 316- ji(_„_(}")n(-a'— |r')IT(-a"— (3")iI(o+p-l)IT(a'+(}— l)n(«"+jj— 1)-^ 



.•_»» 



8in(« -« )7F8in(tt+(r)7g ■ e^^'^+ sin («--«" )>r sin (« +1^)^ • e^'''" + ain (g^— tt)^8in (« ^+P03r • e^^'^ 

sin(a — a)9r8iD(a~a )«sm(a — a)w 

^1 — 71^6 n(-a-j3)JT(-a— P)n(-a"-(J)(a + (3'-l)ir(a+(r— l)n(a'+^— 1)^ 

8in(«"- tf )7F 8iD(g+p^^)7r . e^^''"+ Bin(tf -Q^g 8iD(tt'+p^07r » e^^*° + 8iD(tf — «^sip (ct"+p^')ir ■ e^^*°'' 

8m(a— cc)7rBin(a — « )«rßin(« — a)7r 

'^^ 8in (a — a ) n sin (a — o") it sin («" — «) n sin (p — (T) n sin ((5" — p*)« 
•[sin(a" — a');rsin(a + ^)3rsm(a + /3")Äsin(a' + /3')jrsiii(a" + /^)^'^^'" 
+ siii(a— a0^sin(a+/9)Äsm(a+nÄsm(a'4-ir)Äsm(a+/r)Ä-(52^ 

-^sin(a' — a):«sin(a'+/J)Äsin(a'-f-j3'')Äsin(a+/3')Äsin(a'+/3')^'^''*'* ]? 

j _^.;r.r-^') ' JT(p-~p--) n(p-- p) n( p--~p--^i) JT(p-r-0 ^ 

^23 — '^e n(-a-^')n(-a'-(?")n(-a"- (J")n(a+|r-l) 2T(a +(r- 1) lT(a"+(r-l) ^ 

Bin («"-«) ^ sin («+P)7g » e^'''"+ sin («-«") jt sin (« +P)>r » g^^*'" + sin («-«)» sin (« '+ (?) « ■ e^ ^^^" 

8in(a — «)«sin(a — a )«8in(a — «)« 

>i _««««/»-/»") n(p"-p)n(p"-r)ntf"-P-i)n((r-p-i) 

^,1— we- ii(-«-ftn(- «'_ ßii(-«"-(})n(o+^'-i) Ji(«'+p"- i)n(«"+ß"- 1) ^ 

gin(tt"-«)»8in(«+^)»<^*'°4-gin(«-0»Bm(«'+p')»t-e'*'°'+8m(«-«)«Mn(g'+p^«e''^*^ 

8in(a — «') j» sin («'—«") «Bin («" — a)jt ' ' 

sin («"—«') Ä sin (a+(S)« • e*''*"+ sin (a— a") tt sin (a + p) n - e2^*«'+ sin («'-«) n sin (a"+ (5) « • e'^«"" 



(24) 



ein (« — a) n sin (a — a ') n sin («" — a) « 
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^ sin(a~eit')«8in(a — a')«8in(a" — a) n sin (ß — §i*)n sin (Jß^ — ^')^ 

^[sin(a' — a);rsin(a4"/5)^siD(a+/5')^8in(a'+/3'')3rsin(a''4"/^'')^*^''*" ('24'i 
+ sm(a— a>sm(a+/3)Äsm(a7f-/30^sin(a'-^/5'0jrsin(a+^^ 

+ sm(a~a)Äsin(«'+/3)Äsin(a'+/50Äsm(a+/J'0^sin(«^ 

Diese sehr complicirte Form der Constanten vereinfacht sich 
wesentlich, wenn man a = setzt. Es wird durch diese Annahme 
die Allgemeinheit unserer Untersuchung nicht im Geringsten beein- 
trächtigt; denn durch die Substitution 

y = (« '+ 1)« 

« 

lässt sich die Differentialgleichung (E) immer in eine solche um- 
formen, deren determinirende Fundamentalgleichung f ür ;s = — 1 eine 
Wurzel besitzt, welche gleich Null ist. 

um unter der eben ausgesprochenen Annahme die Constanten 
■^n> ^12 • • • in der That zu vereinfachen, leiten wir zunächst folgende 
trigonometrische Relation, die sich nur sehr mühsam direkt berechnen 
liesse, auf fimktionentheoretischem Wege ab: 

sin(a" — a')jrsin(a + j8')Äsin(a + /5'')Äsin(a' + ß)^Bin(a''\'ß)7C 
+ sin(a — a") jr sin (« -f-i3')jr sin («'+ /5")ä sin («"-{- ß)7Csm (a + ß)^ 
+ sin(a — a)jrsin(a"+/^')^sin(«'+/3")jrsin(a + ß)ytsm(a -^ ß)n: 
=sin(a — a)7t8in(a — a");rsin(a" — a)Äsin(/3' — /3)Äsin(/3" — ß)7t. 

In dieser Gleichung sind a, a, a", ß, ß\ ß" vollkommen will- 
kürliche endliche Grossen. 

Bezeichnet man die linke Seite der Gleichung mit P, setzt also 

P= sin («" — «') Ä sin (a -f" ß) ^ s^^ (« + /^') ^ sin (a + /*) ^ sin («" + /3) ä 
+ sin(a— a")Ä8i]l(a +/3');rsin(a +/'")^sin(a"-f-j3)3rsin(« -f- ß)7C (26) 
-|- sin {a — a)n sin (a"+^') ^ sin («"+/*") ^ ^^ (^ "h i') ^ sin («'+ ß) ä, 

so sieht man zunächst, dass P nicht identisch verschwinden kann; 
denn für die speziellen Werthe a = 0, ß = wird 

= sm(a — «jTTsmpjrsmp ^rsmaTtsma ^, 

für diese ist also P von Null verschieden. 

Wenn wir nun P als Funktion von a betrachten, so lässt sich 
die Gleichung P «= auf die Form 

A sin^ «Ä -f- ^ = C^ sin «Ä cos «ITT . . . . (27) 
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bringen, in welcher A, J5, C von « unabhängige Grössen bedeuten; 

diese Gleichung wird also, wenn man sie 'als Gleichung für sino^^r 

betrachtet und sie rational macht, in sin ccTt Tom vierten (frade und 

hat je zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln. 

Sind 

sin a;r = 4- y>> 

sin «JT = + g 

die vier Wurzeln derselben und erfüllt a = q die erste, a = die 
zweite dieser Gleichungen, so sieht man, dass — abgesehen von 
additiv hinzuzufügenden Vielfachen der Periode 2 — nur die Werthe 

a =5 <y, a = 1 + ^; 
nicht aber die Werthe 

a = 1 — 9, « = — ^, 

« = 1 — ö, a = — 6 

der Gleichung (27) genügen. 

Aus der ursprünglichen Form (26) von P folgt aber direkt, dass 

P verschwindet für 

a = «', a = 1 -f- «', 

es sind dies somit - abgesehen von den Werthen, die sich um Viel- 
fache von 2 von diesen unterscheiden — die einzigen NuUwerthe, 
welche P als Funktion von a besitzt. 

Für jeden dieser Werthe wird, wie man sich durch Entwicklung 
nach dem Taylor'schen Satze überzeugt, P nur von der ersten Ordnung 
Null, es wird also P in denselben Punkten und von derselben Ordnung 
Null wie die Funktion 

sin (a — a) tc sin (a — a") ä, 

und beide Funktionen werden nirgends im Endlichen unendlich gross. 

Der Quotient zweier solchen Funktionen ist nach einem bekannten 
Satze der Funktionentheorie (Briot et Bouquet: „Theorie des fonctions 
elliptiques^', pag. 204, Nr. 127) eine in der ganzen Ebene holomorphe 
Funktion und wird gleich einer Constanten, wenn sein Modul auch 
für unendlich grosse Werthe der Variablen endlich bleibt. 

Um zu beweisen, dass der Modul unseres Quotienten diese Eigen- 
schaft hat, stellen wir folgende Betrachtung an. 

Es ist 

P = A sin* aÄ + P sin an cos an -{- C 
und 
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8iii(o! — a')jrsin(a — «")« = osin*«« + ftsina« cosa« + c, 

wenn wir der Kürze halber die von a unabhängigen Grössen mit 
Ay B, Cy a, by c bezeichnen. Für a = oo kommen die additiven end- 
lichen Constanten G und c nicht in Betracht^ wir können also statt 

des Quotienten 

P 

sin (a — a ) « sin (« — a )n 

den Quotienten 

Äain^ an-\-B8inan cosaTC . Äigan-\- B 

asin^ an -\-hsiaaic cosan ""^ ° ai-gait-^-b 

untersuchen. Da für « = oo 

tg «jr = + * 
ist, so hat dieser Quotient einen endlichen Werth, so lange nicht 

a tg «Ä + & = 

wird. Dies wäre aber nur möglich, wenn 

d. h. wenn a + «" == oo wäre, während a und a" der Voraus- 
setzung nach endliche Grössen sind. 

Es ist somit nachgewiesen, dass sich P als Funktion von cc von 
der Funktion sin (a — a) % sin (« — a") n nur durch eine multiplicative 
Constante unterscheiden kann. 

Da diese Constante von «', a", /3, j3', ß" abhängen wird, so 
setzen wir 

P = g) {a y «", /5, /3', /3") sin (a — a )ä sin {a — a) ä. 

Fasst man jetzt P als Funktion von a auf, so folgt genau wie 
oben, dass diese Funktion sich von sin («' — a) ä sin («' — a ') ä nur 
durch eine multiplicative Constante unterscheiden kann, dass also 

P = g)i (a ', /S, |8', /S") sin (a — a') ;i; sin («' — a") ä sin (tt" — a)% 
ist. 

Ebenso findet man, dass P, als Funktiqn von ^ aufgefasst, nur 

die vier sich nicht um Vielfache von 2 unterscheidenden NuUwerthe 

besitzt. Daraus folgt wie oben: 

-P==9^2(^'';/'';/''')8in(^~^')^sin(a'— a^'):7rsin(a'— a)Äsin(j3— ^^^ 

Setzt man nun, um 98(a',/3';/3") zu bestimmen, a s=s und /3 = 0, 
80 ergiebt sich 
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9',(«",/3',n=i, 

also 

P = sin (a — a) it sin (a — a") tc sin («" — a) ä sin (/3 — j8') ä sin (/3 — ^") ar. 

Hiermit ist die Belation (25) bewiesen. 
Benützt man diese und die Gleichungen 

e2^«« = 1 + 2i sin a Ä-e^««, 
e»*«« '= 1 -|- 2isina Ä«e^««', 
e^ma"^ 1 + 2i sin « 'jr-a^'«" 

zur Umformung yon jI^i und setzt dann « <» 0,. so wird 

•^11 = 1 + 2t sin /Sä X 

8in(tt +|r)gr8in(a +n^ Bin(tt H-g)^-e^*"' - 8m(tt"+P')jg Bin(a"+y)i»sin(tt^+P)^-g''*'"" 

sin (a — a") « sin (/3 — ^)n sin (^ — ^') « 

Zur Umformung von A^^ benützt man die Belktion 

Q == sin (a" — a) ä sin (a + i^O « + sin (« — a") ä sin («' + j8") ä 

+ sin («' — a)n sin («"+ /S") sr = 0. 

[Dass Q identisch gleich Null ist, dies lässt sich^ statt durch 
direkte Ausrechnung, auch auf folgende Weise einsehen: 

Die Gleichung Q = ist^ wenn man sie in sin asr rational macht, 
für diese Grösse vom zweiten Grade, während Q für die Werthe 

a^^ oiy a =s 1 -f- a , 

also für die vier Werthe von sin a^: , 

sin «Ä = + sin an, 
sin «Ä = + sin «"ä 

verschwindet; es moss folglich Q identisch verschwinden.] 

Man erhält, wenn man nach der Umformung a «= setzt: 

A - 2itic-^<t^-f^) JJ(p-(r)jT(p-nntf-(r^i)n(r-~p--i) 

Ji^^—^me ' ^ jJ(-jr)n(~a'-(r)iT(-«"-p')iI(^-l)2I(a'+(J-l)/T(a"+/3-l)^ 

sin ja+f) n » e^*"'— sin {a+f) n-e^' """ 
• 8in(a' — «")« 

Wendet man ähnliche Relationen zur Vereinfachung von A^^yA^^^ • • • 
an und setzt a «> 0, so erhält man ^r die neun Constanten A der 
Gleichungen (20) die Werthe: 
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Ai^ «• 1 + 2i sin ß^t X 

sin(a'-0«sin((3— |r)«8in((J — p")« ' 

^,2-^Ä^^ '^ n(-p')n(-«'~p')jT(~«'-/r)ji(p-i)jT(a'+^-i)7T(«"+p-rr)X 

sin (a — a )n ' 

'» *^ n(-|3")n(-«'-|}'on(-a"-jS")n((ä-i)ji(<«'+(}-i) !!(«"+ (j-i)X 

8in(«'+(r)j»-/"'''— 8m(tt" + (r)«-e'""" 
8m(a''— o")« ' 






* ' sin (a—a")jr ' 

(28) 
-^22 = 1 + 2i sin pn X 

sin (« +p) « sin {a+f) n sin (tt"+y) » - e^' "' — sin («"+ p) 3g sin {a-\- f) n sin (a + P") ^ • g"" ' "" 

sin («' — a") n sin {j3' — ß)n sin (jJ' — p") n ' 



n(^-<?)n(p-~r)^(^-r~i)^(P - ^' - 1) 



^3— ^jTie- /j{-^0^(-«'-DJ^(-«"-|J")^(ß'-l)^(«+P'-l)^(«"+/J'-l) 



8in(tf+P);>r.e^*°^'-8in(«"+l3)7r«g^*"'^ 
ain(a — a )« ' 

A -27tie^^(ß-n— nr-P)n(r-r)^(r-?-i)J7(P'-p-i) ^ 

^81 — ^JT^e jj(-ß)/7(-a~ß)77(-a"-p)n(|3"-l)n(a'+^'-l)iT(a'+|3"-l)'^ 

sin (tt H-P") » • e""'"'— sin («"+ p^) « ■ e^' ^" 
sin {a —a )7t ' 

8in(flg'+P)^»e^''"^^— sin(«"+p)3g»e^*"" 
8in(a — a )n ' 

^jjs = 1 + 2i sin j3"ä X 

. sin (tf + p) »sin (« + ß>) n sin («"+ (TQ n « e^'"' — sin (a'+ß)nsni {a'+ß^) n sin (« +1^') n - e'''''' 

sin (a — a") « sin (j3" — p) w sin (|3" — (T ) « ^~ 

Wird der von — 1 nach + 1 gezogene Querschnitt von der Variablen 
z in umgekehrter Richtung wie vorhin^ also von oben nach unten über-t 
schritten^ so gehen die Integrale yi^y^yV^ ^^^^ ^^ 



fi 
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{yj = Äiiy^ + Äx^y^ + Ä^y^ 

(yj = ^21 y, + ^'223/2 + ^28^3 (29) 

(^3)' = Äsiy^ + Ä32y2 + ^38^8; 

und man findet für die Oonstanten An An • • • die Werthe: 

^ii = 1 — 2i sin ßjt X 

sin (a+ß^) ^sin ja+f) n sin (a'+ß) n - e~^^^- sin (a'+PO » sin («"+P") ^ sin(tt +|3)7r » e"^'^" 
' sin (a' — a") TT sin (^ — j3') » sin (^ — p") « ^ 

^' - 2^ie-n!r^ß) n(p^fr)n(p-nn(p^p--i)n(r-p--i) ^ 

^12 — ^«^»6- n(-p')n(-a'~(r)2T(-a"-(r)JT(j3-l)n(a'+(J-l)n(a"+|3— 1)^ 

8in(«^+irO^»e"^*"'-Bin(a"+P'0^-e""''"'^ 

sin (a — a ) « ' 

V g^,v«.Y^»-^> jT(p-r)n(p-p')n(p-r-i)n(^-r'-i) ^. 

^is— ^jTje ' n(-^')n(-a'— (}")J^(-«"-Dn(P-i)n(«'+^— i)n(«"+(ä-i)^ 



r-itia' •«/ ♦' I /XN^ ^—ftia" 



8in(a +l3')^-g~ — 8in(« +(r)^>e 

8in(a — a )« ' 

^21— ^3r*e n(-(3)n(— a-(3)JI(-a"-j5)n(P'-l)JT(a+P'-l)i7(a"+^-l)^ 



»—Ttta" 



8in(a +p^O^>e~^'" — sin(« ^H-0»>e" 

sin (of' — a*)n ' 

(30) 
^22 = 1 — 2i sin /8'ä X 

sin (g +P)>r sin (« +D« sin («"+(30« » g-^r« «' _ 8in(tf"+(3)ig sin (tt"+n»8in(tt +ir)?r • e"" ^'^" 

sin(a'— -a")7rsin(j3' — ^)«8in(P' — (J")9r ' 

^23— ^Ttie n(--nn(--a'---(r')n(--a''-j5'')n(p'-l)n(a'+p'--l)7T(a"+p'-l)^ 

sin (tf +(3)^.6-^*"' — sin (« ' + (?)gg»e-^'"'' 

sin(a — a )« ' 

^3i_ ^n%er n(-(J)n(--a'-(3)n(-a''--(5)JI((3''-l)JT(a'+(3''--l)n(a'+^ -1)^ 

sin(tt+(r)ig.e-^'"'-sin(tt" + (r)«»e~^'^'' 

Bin(a — a )n ' 



32 --.V . . jj(_p')jj(_^/_^)jj^__^.._p.)jj(^/_l)2j(^'^P''_l)jrj(^-_j.p'^ 

sin(«+p)ir«e-^*^' — sin(tt" + p)7g-e-^'"" 

sin(a — a )« ' 

^38 = 1 — 2i sin /3"ä X 

sin {cc+ß)n sin (a^+jT )« sin («"+|?^0« . g- ^' « — sin («"+g)^ ain («"+P )« «in (« +g^0« • e~ ^ ' ^" 

sin (a - a ') « »ia (P" — W » sin (ß" — ß')^ ' ' * 



X 
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Durch die Bestimmung dieser Constanten ist unsere Aufgabe ge« 
lost; denn es ist jetzt das Verhalten des aus den Integralen y^y y^y y^ 
gebildeten Fundamentalsystems der Differentialgleichung (E), wenn die 
Variable z die Begrenzung der Fläche T in beliebiger Richtung und 
beliebig oft überschreitet^ vollständig festgestellt und somit auch das 
Verhalten jedes beliebigen Integrales dieser Differentialgleichung^ falls 
die Variable über die Begrenzung von T hinweggeht^ vollständig be- 
stimmt. 



Berichtigung. 
S. 10, Zeile 6 von oben statt (x — y + 2) 1. (a — y + 2). 
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